Exemples 2 et 5

Fin de ’exercice 8

n
Il s’agit de montrer par récurrence sur n que la suite définie sur N* par S Z % vérifie

Vn € N*, S, < 2vn

Pour n =1 57 = 1 donc la propriété est bien vérifiée pour n = 1
On suppose qu’il existe un entier naturel k (k > 1) tel que S < 2Vk

1
St =Sy 4+ ——
kL= Okt T

D’aprés I’hypothése de récurrence,

1
S <2vVk+ ——
B+l S \/_+k—|—1

1
Montrons alors que 2vk + Tl <2vk+1
1
2\//<:+1—2\/E:2—
VE+1+VE

Or, quel que soit lentler ktel que k > 1, vk <k et \/k; + 1 < k+ 1 donc par stricte décroissance
1

VE+1 +\/_ 2/<:+1 k+1

Ainsi la propriété est héréditaire et la propriété est établie.

de la fonction inverse sur |0; 00|, 2

Exemple 2

Lae<|z|]+]l < |z|>2—-1
2. u —M

n
n

Pour & = ne dans l'inégalité établie dans la question précédente, on obtient :
ne —1 < |ne| < ne
En divisant par n > 0

1
e——<u,<e

n
I1 suffit ensuite d’appliquer le théoréme des gendarmes pour obtenir que

lim u, =e¢
n—-+00

3. PourneNetl<k<n
ke —1 < |ke| < ke
En sommant membre & membre, on obtient :

doho (ke —1) <370, Lnej < Zk 1 k

On multiplie ensuite par — > 0 :
n

—22221(/%— 1) <o, < _ZZ ke

n+ n(n+1
Or, > ki ke —e( ) et > i (ke ):€¥_n
D’ou :
e(n+1) 1 (n+1)
2n n Un = 2n
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Exemples 2 et 5

En appliquant le théoréme des gendarmes, il vient :

. e
lim v, = =
n—-+oo 2

Exemple 5 :

1. Soit a € R,k € N*: |a] <a < |a] + 1 donc en multipliant par k :
kla] <ka<k|a]l+k

On a aussi
|ka] < ka < |ka] +1

| ka| est le plus grand entier inférieur ou égal & ka donc
[ka] =k |a]
D’ou, par transitivité de la relation d’ordre,
kla] < |ka] <kla]+k
En soustrayant k |a| & chaque membre, on obtient :
0<|ka] —kl|a] <k
2. En posant kK = p et a = p"z, on obtient alors

0< [pte] —plp'e] <p-—1

1
Or, apy1 —a, = W(prltﬂ —plptz])
Donc

p—1
Ogan—l-l_ang pn+1

3. D’apreés la question précédente, la suite (a,) est croissante

-1 1 1

— — < 0 (on remarque que b = — — et on applique
pn+1 pn pn+1 pn pn+1

bn+1 - bn = Qpy1 — Ap +

la question précédente)
Ainsi, (b,,) est une suite décroissante

De plus, b, — a, = —, p > 2 donc lirf (b, —a,) =0
i n—+o0o

On a établi que les suites (a,) et (b,) sont adjacentes et donc qu’elles convergent vers un
meéme réel L.

4. Pourz e R, p > 2, [p"x| <p'x < |p'z] +1
En divisant par p”, on obtient :
a, <z <b,

Par passage a la limite, on obtient : L < x < L d’ou

L=z
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